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Equations primitives de l’océan en coordonnées cartésiennes géopotentielles

∂tv + 2Ω× u+∇ · (u⊗ v) = − 1

ρ0
∇p − ρ

ρ0
g + Dv

∇ · u = 0

∂tφ+∇ · (uφ) = Fφ, (φ = Θ, SA)

ρ = ρeos(Θ, SA, p0(z))

u = (u, v ,w)T

v = (u, v , 0)T

Ω = (0, 0, f /2)T

p0(z) = −ρ0gz

p = ph + ρ0gη

g = (0, 0, g)

� Kinematic surface and bottom boundary conditions (−h0(x , y) ≤ z ≤ η(x , y , t))

w |z=η = ∂tη + v|z=η ·∇η + Jmass/ρ0,

w |z=−h0 = v|z=−h0 ·∇h0,

� Common approximations:

▷ Geometrical assumptions (spherical geoid approximation, traditional shallow-ocean app.)

▷ Dynamical assumptions (Hydrostatic and Boussinesq assumptions)
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Introduction



Diversité des approches numériques

(Klingbeil et al., 2018) 3



Transport 1D: translation pure du signal

Équation considérée :

∂tφ+ c∂xφ = 0, c = cste

Interprétation physique :

� L’advection transporte un signal à la vitesse du courant sans changement de forme.

� Solution exacte :

φ(x , t) = φ(x − ct, 0) −→ simple déplacement vers l’aval
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Transport 1D: dissipation numérique

Définition :

� La dissipation est l’atténuation artificielle de l’amplitude du signal.

� Le schéma numérique agit comme une diffusion numérique qui lisse les variations spatiales.

Effets visuels :

� La structure se “diffuse” au cours du temps même si physiquement elle ne devrait pas

−→ Le signal s’aplatit et perd de l’énergie
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Transport 1D: dispersion numérique

Définition :

� La dispersion est la déformation de la phase des différentes composantes du signal.

� Le schéma numérique donne une vitesse de phase numérique différente de la vitesse réelle c

Effets visuels :

� Le signal se déforme; déplacement incorrect du maximum; apparition d’ondes parasites

−→ Le signal arrive au mauvais endroit et change de forme
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Schéma Euler amont (upwind explicite d’ordre 1) – fonction lisse

∂φ

∂t
+ c

∂φ

∂x
= 0, c > 0

Schéma Euler amont

∂φ

∂t
≈

φn+1
j − φn

j

∆t
,

∂φ

∂x
≈

φn
j − φn

j−1

∆x
=⇒ φn+1

j = φn
j −

[
c∆t

∆x

]
(φn

j − φn
j−1)

j − 1 j j + 1
amont aval

stencil utilisé: (j − 1, ; j → jn+1)
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Schéma Lax Wendroff (ordre 2 espace/temps) – fonction lisse

∂φ

∂t
+ c

∂φ

∂x
= 0, c > 0

Schéma Lax Wendroff

φn+1
j = φn

j −
[
c∆t

∆x

](
φn
j+1 − φn

j−1

2

)
+

1

2

[
c∆t

∆x

]2 (
φn
j+1 − 2φn

j + φn
j−1

)

j − 1 j j + 1

stencil utilisé: j − 1, j , j + 1
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Fonction lisse −→ Fonction créneau

−→ finalement, lequel est le plus précis ?
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Etude d’un schéma numérique



Etude d’un schéma numérique


∂φ

∂t
+ c

∂φ

∂x
= 0

φ(x , 0) = φ0(x)
−→ φexact(x , t) = φ0(x − ct), x ∈ R, ; t > 0

Hypothèse de solution périodique (onde plane):

φ(x , t) = φ̂(t) exp(ıkx), k ∈ R (nombre d’onde)

Transformation en ODE pour chaque mode k:

dφ̂

dt
+ ıckφ̂ = 0 → φ̂(t) = φ̂(0) exp(−ıkct)

Solution pour le mode k:

φ(x , t) = φ̂(0) exp(ık(x−ct)) = φ̂(0) exp(ı(kx−ωexactt))

▷ ωexact est la fréquence angulaire

▷ Relation de dispersion de l’équation

d’advection ωexact = ck

10
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Etude d’un schéma numérique

Solution pour le mode k: φ(x , t) = φ̂(0) exp(ı(kx − ωt))

� Différences finies: φn
j ≈ φ(xj , t

n) = φ̂(0) exp(ı(kxj − ωnumt
n))

� Grille régulière: xj+1 = xj +∆x , tn+1 = tn +∆t

Euler amont:

φn+1
j = φn

j −
[
c∆t

∆x

]
(φn

j −φn
j−1) −→ exp(−ıωnumt

n))φn
j = φn

j −
c∆t

∆x︸︷︷︸
αadv

(1− exp(−ık∆x))φn
j

Solution exacte

φ(xj , t
n+1) = Aexactφ(xj , t

n)

Aexact = exp(−ıωexact∆t) = exp(−ıkc∆t)

Solution numérique

φn+1
j = Anumφ

n
j

Anum = 1−αadv(1− exp(−ık∆x))

11αadv ≡ nombre de Courant



Etude d’un schéma numérique

Anum = exp(−ıωnum∆t)) = 1−αadv(1− exp(−ıθ)) , θ = k∆x = 2π∆x/λ

Sur une grille de calcul:

λ ≥ 2∆x (soit 0 ≤ θ ≤ π)

θ petit ←→ grandes échelles, θ grand ←→ petites échelles
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Etude d’un schéma numérique

Etude du facteur d’amplification

φn+1
j = Anumφ

n
j

Dissipation

|φn+1
j |
|φn

j |
= |Anum|

|Aexact| = 1

Dispersion

i.e. changement de phase en 1 pas de temps

arg(φn+1
j )− arg(φn

j ) = arg (Anum)

arg (Aexact) = −ωexact∆t = −kc∆t

= −αadvθ
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Etude d’un schéma numérique

Euler amont

Anum = 1−αadv(1− exp(−ıθ))

Dissipation: |φn+1
j |/|φn

j | = |Anum|

|Anum|2 = 1− 2αadv(1−αadv)(1− cos(θ))

Le schéma est stable si |Anum| ≤ 1,∀θ ∈ [0;π]

|Anum| ≤ 1 ⇔ 0 ≤ αadv ≤ α⋆
adv = 1

α⋆
adv ≡ nombre CFL (Courant Friedrichs Lewy)

Dispersion: R = arg (Anum) / arg (Aexact)

arg z = arctan (ℑ(z)/ℜ(z)) , z ∈ C

R(θ) = − 1

αadvθ︸ ︷︷ ︸
1/ arg(Aexact)

arctan

(
−αadv sin(θ)

1−αadv(1− cos(θ))

)

Pour les échelles “bien résolues” (θ → 0)

R(θ → 0) = 1−1

6
(1−αadv)(1−2αadv)θ

2+O(θ4)
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Etude d’un schéma numérique

Dissipation Dispersion
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Schémas en temps et schémas en espace: ordre

Euler amont: φn+1
j = φn

j −αadv

(
φn
j − φn

j−1

)
� Schéma d’ordre p en temps et q en espace :

∂φ

∂t
+ c

∂φ

∂x
= O(∆tp) +O(∆xq)

� Développements de Taylor:

▷ En temps: φn+1
j = φn

j +∆t
∂φ

∂t
+

∆t2

2

∂2φ

∂t2
+ . . .

▷ En espace: φn
j−1 = φn

j −∆x
∂φ

∂x
+

∆x2

2

∂2φ

∂x2
+ . . .

⇒ Euler amont:
∂φ

∂t
+ c

∂φ

∂x
= O(∆t1) +O(∆x1), ordre 1 en temps et en espace

La dissipation et la dispersion peuvent venir à la fois du schéma en temps et du schéma en espace

Exercice: montrer que le schéma de Lax-Wendroff est à l’ordre 2 en temps et en espace

(utiliser le fait que
∂2φ

∂t2
= c2

∂2φ

∂x2
)
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Schéma spatial

Un schéma décentré dissipe (dissipation implicite)

upwind (amont d’ordre 1)

φj − φj−1

∆x
=

φj+1 − φj−1

2∆x
− ∆x

2

(
φj+1 − 2φj + φj−1

∆x2

)

−→ c’est une approximation de
∂φ

∂x
− ∆x

2

∂2φ

∂x2
+O(∆x2)

Equation modifiée:
∂φ

∂t
+ c

∂φ

∂x
=

c∆x

2

∂2φ

∂x2
+O(∆x2)

⇒ dissipation pour c > 0
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Schéma spatial

Un schéma décentré dissipe (dissipation implicite)

upwind (amont d’ordre 3)
2φj+1 + 3φj − 6φj−1 + φj−2

6∆x

−→ c’est une approximation de
∂φ

∂x
+

∆x3

12

∂4φ

∂x4
+O(∆x4)

Equation modifiée:
∂φ

∂t
+ c

∂φ

∂x
= −c∆x3

12

∂4φ

∂x4
+O(∆x4)

⇒ dissipation pour c > 0
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Etude séparée en temps et en espace



Etude séparée en temps et en espace

On souhaite étudier séparemment les actions du schema en temps et du schéma en espace

Exemple (pour le schéma temporel)

Schéma d’Euler

dφ

dt
= F (φ, t),

φn+1 − φn

∆t
= F (φn, tn) −→ pour l’éq. de transport:

φn+1 − φn

∆t
= −c

∂φ

∂x

∣∣∣∣
t=tn

On rappelle que φ(x , t) = φ̂(0) exp(ı(kx − ωt)) et on suppose une discrétisation exacte en espace,
∂φ

∂x
= ıkφ

φn+1 = (1− ıkc∆t)φn = (1− ıω∆t)φn

⇒ Anum = 1− ıω∆t, |Anum|2 = 1 + (ω∆t)2 > 1 −→ Schéma instable

C’est la dissipation du schema décentré en espace qui stabilite le schema Euler amont
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Etude séparée en temps et en espace

Euler en temps, divers schémas en espace
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Etude séparée en temps et en espace

Runge-Kutta d’ordre 2 en temps, divers schémas en espace
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Etude séparée en temps et en espace

Exemple (pour le schéma temporel)

Schéma ϑ

dφ

dt
= F (φ, t),

φn+1 − φn

∆t
= ϑF (φn, tn)+ (1−ϑ)F (φn+1, tn+1) [schéma implicite pour θ ̸= 1]

−→ pour l’éq. de transport: φn+1 = φn − c∆t

(
ϑ

∂φ

∂x

∣∣∣∣
t=tn

+ (1− ϑ)
∂φ

∂x

∣∣∣∣
t=tn+1

)

(1+ı(1−ϑ)ω∆t)φn+1 = (1−ıϑω∆t)φn ⇒ Anum =
1− ıϑω∆t

1 + ı(1− ϑ)ω∆t
, |Anum|2 =

1 + (ϑω∆t)2

1 + (1− ϑ)2(ω∆t)2

−→ Schéma stable si ϑ ≤ 1/2, schéma neutre (i.e. |Anum| = 1) si ϑ = 1/2 (Crank-Nicolson)

Sous ces conditions sur ϑ, le schéma est inconditionnellement stable : i.e. |Anum| ≤ 1, ∀(ω∆t)
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Dissipation et dispersion du schéma ϑ

Dissipation Dispersion

On utilise un schéma implicite à grands pas de temps uniquement quand la précision n’est pas

importante. Sinon compromis entre temps de calcul et précision.
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Schémas implicites et résolution d’un système linéaire

φn+1 = φn − c∆t

(
ϑ
∂φ

∂x

∣∣∣∣
t=tn

+ (1− ϑ)
∂φ

∂x

∣∣∣∣
t=tn+1

)

Discrétisation en espace (par exemple en centré ordre 2) :

∂φ

∂x

∣∣∣∣
t=tn
≈

φn
j+1 − φn

j−1

2∆x
,

∂φ

∂x

∣∣∣∣
t=tn+1

≈
φn+1
j+1 − φn+1

j−1

2∆x

Pour aboutir au système linéaire:

aφn+1
j−1 + bφn+1

j + cφn+1
j+1 = f
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Quelques schémas (explicites pour
dφ

dt
= F (φ))

(AB2ϵ)

φn+1/2 =
(
3
2
+ ϵ

)
φn −

(
1
2
+ ϵ

)
φn−1

φn+1 = φn +∆t F (φn+1/2)

(LF)
{
φn+1 = φn−1 + 2∆t F (φn)

(LFAM3)


φn+1,⋆ = φn−1 + 2∆t F (φn)

φn+1/2 = 5
12
φn+1,⋆ + 2

3
φn − 1

12
φn−1

φn+1 = φn +∆t F (φn+1/2)

(RK3)


φn+1/3 = φn + ∆t

3
F (φn)

φn+1/2 = φn + ∆t
2
F (φn+1/3)

φn+1 = φn +∆t F (φn+1/2)

(RK2)

φn+1,⋆ = φn +∆t F (φn)

φn+1 = 1
2

(
φn + φn+1,⋆

)
+ ∆t

2
F (φn+1,⋆)

(Euler)
{
φn+1 = φn +∆t F (φn)
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Schéma d’Euler pour la diffusion

∂φ

∂t
= ν

∂2φ

∂x2
, ν > 0

Relation de dispersion de l’équation de diffusion ωexact = −νk2 (en supposant φ(x , t) = exp(ı(kx −ωt)))

� Schéma d’Euler en temps
φn+1 − φn

∆t
= −νk2φn

� Facteur d’amplification

φn+1 = Anumφ
n, avec Anum = 1− νk2∆t

−→ Schéma stable (|Anum| ≤ 1) si νk2∆t ≤ 2
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Diagramme de stabilité

dφ

dt
= −ωφ, ω ∈ C
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Ordre en espace

Objectif de l’augmentation de l’ordre d’un schema :

� Diminuer les erreurs d’amortissement et de dispersion

▷ Au moins lorsque la solution est ”régulière”

▷ Lorsque le processus est suffisamment bien résolu (i.e. θ petit (λ ≫ ∆x))

Remarques

1. Impact de l’augmentation de l’ordre sur la condition de stabilité : plus l’ordre est élevé,

plus la condition de stabilité est contraignante.

2. Augmenter l’ordre du schéma ou augmenter la résolution de la grille (diminuer ∆x) ?

3. Que faire près des bords (côtes) ? (Dégradation du schéma)

4. Parallélisation ? (le nombre de ghost cells nécessaires augmente avec l’ordre du schema)
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Etude espace-temps

Nombre de Courant maximum (contrainte CFL)

αmax
C2 αmax

UP3 αmax
C4 αmax

UP5 αmax
C6

LFRA (ε = 0.1) 0.905 Unst. 0.659 Unst. 0.570

LFAM3 1.587 0.861 1.159 0.889 1

RK2 Unst. 0.87358 Unst. Unst. Unst.

RK3 1.732 1.626 1.262 1.435 1.091

αmax
C4 = 0.73αmax

C2 , αmax
C6 = 0.63αmax

C2
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Etude espace-temps

Nombre de Courant maximum (contrainte CFL) divisé par le nombre d’évaluations du

membre de droite

αmax
C2 αmax

UP3 αmax
C4 αmax

UP5 αmax
C6

LFRA (ε = 0.1) 0.905 Unst. 0.659 Unst. 0.570

LFAM3 0.794 0.43 0.58 0.44 0.5

RK2 Unst. 0.437 Unst. Unst. Unst.

RK3 0.58 0.542 0.42 0.478 0.36
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Extension au 2D (ou plus)

∂φ

∂t
+ cx

∂φ

∂x
+ cy

∂φ

∂y
= 0, cx > 0, cy > 0

Si la stabilité du schema 1D est donnée par
cx∆t

∆x
≤ α⋆

adv

alors la stabilité du schéma 2D est donnée par
cx∆t

∆x
+

cy∆t

∆y
≤ α⋆

adv

. . . sauf si on fait du splitting directionnel (i.e. on intègre d’abord en x puis en y)

φ(x) − φn

∆t
= −cx

∂φn

∂x

φn+1 − φ(x)

∆t
= −cy

∂φ(x)

∂y

dans ce cas on a:

max

(
cx∆t

∆x
,
cy∆t

∆y

)
≤ α⋆

adv 30
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