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Propriétés de monotonie



Propriétés de monotonie

Equation d’advection, schéma temporel: RK3
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Pourq la monotonie ?

L’équation de transport ne créé ni ne détruit d’extréma: ils sont simplement
transportés le long des caractéristiques

e En pratique, on veut que le schéma numérique n'amplifie pas les extrema (pas de
nouveaux maxima/minima parasites).
e Cela évite oscillations non physiques prés des discontinuités.

e La monotonie est une propriété discréte qui garantit une forme de principe du maximum et
une stabilité en norme L.

(s Ollee = lle(, 0z, VE, lpll.coe = max | (x)]



e Variation totale au niveau discret :

TV(p) = > lpi+1 — @il
]

> si la série oscille beaucoup, la TV est grande;
> si la série est lisse ou monotone, la TV est petite;
> si elle crée des oscillations parasites, la TV augmente.

Un schéma est dit TVD (Total Variation Diminishing) s'il satisfait :
TV(e"™) <TV(e"),  Vn
Un schéma est dit TVB (Total Variation Bounded) s'il satisfait
TV (") < C, Vn

avec C une constante dépendant des données initiales



Monotonie et non-linéarités

. . Op  10¢?
Equation de B =4+ -——=0.
* Equation de Burgers non visqueuse: == + 5=

Ope | 1092 0%p.
— =c ce—0
9t T2 0t e duande—

— Si les gradients sont forts, le terme visqueux ne peut pas étre négligé (méme si = est petit).

e Limite de I'équation de Burgers visqueuse

Utilisation de schémas numériques qui incluent une dissipation numérique “forte” proche des
forts gradients J




Propriétés de monotonie: conditions

Stencil a 3 points

1 J
o

t+ At
J

Mise a jour explicite

<1)

Upwind range conditions (pour cAt < Ax, i.e. auds

min(e?, o7_1) < @it < max(¢f,9f1)  sic>0
< I < max(¢f, 9f41)

min(¢}, @] 1) sic<0

= implique la positivité (maximum discret)



Approche TVD (Total Variation Diminishing)




Propriétés de monotonie: suppression de la création des extremas

At
+1 _

= Sl o =) = < (Fiaje = Fioap)

l l Euler amont: £ ;5 = cp} (pour ¢ > 0)
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Cellule 4

Si aaay < 1, alors min(pf, o7 1) < @7 <max(ef, 00 ;) ol

Un schéma monotone linéaire (i.e. les "poids” du schéma ne dépendent pas de la solution
numérique) est au plus d'ordre 1 (théoréme de Godunov/Harten) J




Propriétés de monotonie: suppression de la création des extremas

At
n+l _ n

F F . YT T A (Fi+1/2 = Fj-172)

i—3 it3

l l Lax-Wendroff: .,/ = cpf + 76(1_3‘“”) (¢l — #))

& |
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Xj—l % XJ+% ij+1 = ?d(l + Qadv) Pj-1t (1 — aaay) ¥j _T(l — Qady) Pj+1
Cellule j R d D
a b
Si aaqy < 1, alors b < 0 1@ (sauf pour gy =1 — schéma “exact”)



Propriétés de monotonie: limiteurs de flux

Lax Wendroff modifié

1 — ttagv n n n s
Fiv1/2 = cpf + ¢j’w(<pj+1 —¢7), @7 = limiteur de flux

Apres calculs. . ., on peut écrire

Ot =f = Cy ) (97 — 91-1)

_ aadv(l - O‘adv)
avec Cj*l/2 = Qladv + f

bn 99'.7 — 99’.7
-1
7er _ cp_”il avec rt =2 "7
r J J =
J J+1 J
r+

" correspond au ratio entre pente amont (c > 0) et pente centrée.



Propriétés de monotonie

0<r <l

risque de créer un minimum local
n+tl _ n_ ~— n__.n
P =9 =Gl (‘Pj ¢f_1)

si0< Cj__l/2 < 1, alors

n n
PR B
Jo T 0 _ N r>1 2 n n n+1 n n
Pi+1 — ¥ s g rbr s min(¢f, ¢j 1) < @] < max(g], i)

montonie

<0

en présence d'un maximum local



Propriétés de monotonie

= aadv(l - aadv) CDJH n
CJ'*1/2 = Qadv T+ 2 F n (Djfl 4 Solution initiale
i ol .
Superbes
1 \ JE— 7~ i
Plusieurs choix possibles de limiteurs: ®(r) tels que osh “ Vo |
0< Cj:1/2 <1 06 - “ ’C’{‘ / \ 1
e minmod: ®(r) = minmod(1, r) i A { \ 5 \‘ |
02+ | - | | o
e superbee: ®(r) = max(0, min(1,2r), min(2,r)) 0 ‘ ‘ it
e MC: &(r) = max(0, min((1 + 0)/2),2,2r) [ o
r + |r| _0.45 10 20 30 40 50 60 70 80 90 ;UO
e Van Leer: &(r) =
1+ |r|
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Propriétés de monotonie : autres approches

e TVD (Total Variation Diminishing)
FCT (Flux Corrected Transport)

ENO (Essentially Non Oscillatory)
WENO (Weighted ENO)

> sélectionnent adaptativement un stencil qui évite les zones ol la dérivée change violemment

> atténuent fortement les oscillations, mais ne les interdisent pas complétement, monotonie '@

MP (Monotonicity Preserving)

> MP =~ TVD localement, mais plus permissif : il peut é&tre non monotone mais avec des
oscillations controlées.
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Schémas temporels préservant la monotonie : schémas

SSP = Strong Stability Preserving

Augmentation de I'ordre en temps

RK3 SSP
RK2 SSP

="+ AtF(p")

P = 20"+ 5 (P + AtF ()
P =397+ 5 (6P + AtF ()
Pt =)

o) ="+ AtF(p")
QOnJrl _ (Son +§0(2)) /2

1\ SSP ne coincide pas avec la stabilité linéaire
— pas de temps maximal SSP # contrainte CFL
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Schémas semi-lagrangien et schémas
espace-temps



Schémas couplés espace temps : dérivation

Considérons I'EDP: 0,¢0 + Lo =0, L = cOy

1. Développements de Taylor de la dérivée temporelle

@n+1 - Sﬁn n At n AtZ n
— (0rp)" + 7(3?@ + 7(53@) +0(Ar)

2. Transformation des dérivées temporelles en dérivées spatiales en utilisant 'EDP

Op=—Lyp, Fo=LPyp, Blo=-L1

t+ At
3. Substitution de ces expressions dans le développement de Taylor t <l-0—I—0~l>

r—Ar z x4 Az
mL_ on At At
=51 {Y - 3@"} +0(A8)

4. Extension du stencil en espace au temps n pour discrétiser les termes en rouge
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Schémas couplés espace temps : dérivation

— a l'ordre 2, on obtient le schéma Lax-Wendroff

Avantages

e Schémas stables pour a,q, < 1 (quel que soit I'ordre)

e Schémas exacts pour a,qy = 1

e 1 seule évaluation du second membre par pas de temps
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Schémas couplés espace temps

B 2 B "+ At

O PIED DE LA CARACTERISTIQUE, @ c

O + cOxp
p(x, t + At) =«

"

D

(xj — cAt, t)

Schéma obtenu en fonction de l'interpolation au pied de la caractéristique:

e Linéaire — Euler amont
e Quadratique — Lax-Wendroff

e Quadratic décentré amont — Beam et Warming
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Schémas semi-lagrangien: principe

Objectif: construire un schéma d’advection inconditionnellement stable

d d d
dff:o, L.+ Z0, ot Z = ux,t)

Orp + u(x, t)0xp =0, <« pm ™

On écrit ap(XJ-”H, 1) =

tu+1
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Schémas semi-lag

dx
) o — =u(x,t)=c ~ il
A vitesse constante: trivial dt — xj” =X = cAt
x(tr1) = ey
J

Sinon, calcul de la trajectoire:

1. Ordre 1: X = x""" — u(x/™, t") At
x* =X - u(xj'”rl7 t")At/2

X = x" —u(x, ) At

J J

2. Ordre 2 (extrapolation): avec u(t"/?) = 2u(t") — Ju(t"?)

A coupler avec interpolations monotones au pied de la caractéristique Condition de stabilité :

condition Lipschitz : [0 u|At <1 (i.e. les caractéristiques ne se croisent pas ...) v



Schémas semi-lagrangien: principe en multi-D
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FIG. 2. Schematic illustration of a two-dimensional version of the cascade method of mtcrpolatmg a generic vzmablc
¥ from model grid (solid lines) to Lagrangian grid (broken lines). (a) Having di ined x(X, ¥) by preli y
interpolation from x(X, Y), ¥ may be 1merpo]ated from nodes of the model grid, marked ‘@, 10 values w(X, )on

the hybrid grid, marked “X”. (b) This is followed by interpolation from WX, ¥) to values ua(X ¥') at the final target
positions marked “©”. All interpolations in the process are one-dimensional, requiring O(N) computations each.

(Purser & Leslie, 1991)
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Schémas semi-lagrangien: conservation

Les schémas précédents ne sont pas conservatifs !

Mais versions conservatives possibles (complexes a implémenter en dim. > 1).

1. CISL: Cell Integrated Semi Lagrangian. On transporte (en Lagrangien) les volumes.

2. (Lin & Rood, 2006). Formulation volumes finis puis on transporte (en Lagrangien) les flux
aux interfaces.
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Schémas temporels: cas des systemes



Systéme Shallow-Water

Discrétisation vitesses/pression

e Shallow water

0 + ugdxn + Hoxku =10
Oru + updxn +goxn =0

e Internal Gravity Waves

Etude du schéma temporel sur un exemple (Euler Forward-Backward (EFB))

n+l _ _n
TlAitrl —+ anxnn + HaXUn = O
un-l N .
—7 T Ul + 80" =0

~1
n+1 n
" VAN 10 1 - kAt —1HKAE
— A A=
- ( yr ) ( ur ) o ( kg At 1 ) ( 0 1-ikuAt
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Systeme Shallow-Water

Etude du schéma temporel sur un exemple (Euler Forward-Backward (EFB))

-1
S n 1 1 — kAt  —1HkAt
! . | =A v ou A= . tto L
u"t u” 1kgAt 1 0 1 —kug At

A matrice d'amplification (de gain). Le schéma est stable p(A) <1

Si up = 0, le schéma Euler Forward Backward est stable sous la condition (CFL) wAt < 2, ou
w = ky/gH. Lorsque le schéma est stable, le schéma est neutre (pas de dissipation) J
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Systeme Shallow-Water

Schéma Euler Forward-Backward

nrH»l _ N
A + updxn™ + Hoxu" =0 i .
K t ) — instable si ug >0
L U o + gdn™t =0
At 4

Schéma Lagrangien

n+1 _ %
T HOW =0
o L avec n* = n"(x — upAt), u* = u"(x — upAt)
u —u
%) n+1 -0
AT +g0xn

— Condition de stabilité: k/gHAt <2

Schéma Semi-Implicit Semi-Lagrangien (SISL)

nn+1 _ 77*
T+ HOw"t =0
nHAt N — Helmholtz: "™t — gHAt20%n" ! = p* — HAtO, u*

u u

+gaxq7n+1 =0

At Inconditionellement stable) 22




Eulérien vs semi-Lagrangien

e Efficacité vs précision/conservation
e Gain en robustesse

e Parallelisation (7?)
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Diffusion




Equation parabolique et schéma implicite

atgp = /{,83()0 — u — K {(1 _ 19)8599’7 + 19(93(,0'#1}

e En explicite (J = 0), le schéma est stable si v£5 < 1/2
e ¥ =1/2: Crank Nicolson
e ¢y = 1: Euler backward
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Equation parabolique et schéma implicite

908 71—
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Fig. 10. Ratio between the turbulent vertical diffusivity x and the effective diffusivity #° for each water column of
the 1/2° (top) and the 1/4° (bottom) configurations. £ is the diffusivity in the continuous equation which would
give the same damping as the numerical damping (ideally we should get N/Kcrr = 1). Areas shaded in yellow and red
indicate regions with large numerical errors in the computation of vertical diffusion. The value of K‘,/K,cﬁ is computed
using (3.1) with 0 = 719 the averaged value of the vertical parabolic Courant number in the mixed layer and
0 = 27/ Ninia with Nimlq the number of grid points in the mixed layer.

Reff
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Systémes raides




Systémes raides

1

ms-— Atmosphere  Ocean
¢s (acoustic) 340 1500
co (ext. gravity) 300 200
¢ (int. gravity) 100 3
U (velocity) 30 0.1

-+ une bonne représentation des ondes externes de gravité dans I'océan est essentielle

— méthodes de splitting
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Equations primitives océaniques

e La contrainte CFL sur le mode barotrope (rapide) limite
le pas de temps

1 Atoyt < Ax/ Coxt, where Coxt = v/ gH + Unax

ms— Ocean

¢ (acoustic) 1500 H = 4000 m, Coxt = 200 m s}, Ax = 1 km, At < 5
co (ext. gravity) 200
¢ (int. gravity) 3

e Mode barocline (lent) la stabilité est imposée par la
U (velocity) 0.1

propagation des ondes internes et |'advection

Cn ~2m s+ Unax, Ax = 1km, Aty, < 8 min

o Aty /Aty ~ 60 — 100
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Formulation du splitting barocline/barotrope (décomposition en modes verticaux)

e x-z inviscid, adiabatic HPEs linearized about rest, without rotation

=0, S DNS (e, 1)

Oru+ Oxp/po =0 w(z=0) =0
(@, 1), p(, 2,t) B with surface be ( ) i
v 0:p =—pg p(z=0) = pogn
iz Oxu + 0w =0
Y} Flat bottom atp + W% =0 and the bottom bc W(Z = —ho) =0
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Formulation du splitting barocline/barotrope (décomposition en modes verticaux)

e x-z inviscid, adiabatic HPEs linearized about rest, without rotation
e Normal mode decomposition, N>-related Sturm-Liouville problem: My(z), Ag(= ¢, %)

1
> Equivalent formulation of HPEs: uq = (u, Mg) , hg = g (p, Mg)
0

> linear uncoupled shallow-water-like systems

> For constant stratification (N? = cst) :

oy = ap\/ghv, with ag = 1 + % + 0O(&?)
e=N2h/g
1 z z2
Mo(Z) =1-—¢ §+ﬁ+m +O(€2)

> the barotropic mode is “slightly” depth-dependent
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Formulation du splitting barocline/barotrope (décomposition en modes verticaux)

e x-z inviscid, adiabatic HPEs linearized about rest, without rotation

¢ Normal mode decomposition, N2-related Sturm-Liouville problem
> For constant stratification (N? = cst) :

Iy = ap/ghv, with ag =1+ g + O(£?)
e=Nh/g
1 z z2
MO(Z) =1-—¢ {3+h°+2(h°)2} JrO(E‘z)

approximate the barotropic mode as depth-independent

. . 1[0 . 1 [
M) =1 wlen == [ wdn B =ata+ s [

29



Formulation du splitting

Barotropic a7 a
mode -
m=0 ot m=Naie
n At n+1
Baroclinic wn P Wit )
mode =e) i )

Split-explicit approach

e At: baroclinic (3D) time-step
e Atyp: barotropic (2D) time-step
At = NsplitAtQD-

n en modes verticaux)

Approximated barotropic mode :
dn = —0x(h"(u),)
O (u) *fia fl/o dz
e(u), == O\ pogn =15 | Py

Practical implementation

Depth-independent barotropic mode assumption
Consequences :

e Some (fast) barotropic contributions are
treated as “slow” terms

o The consistency between the barotropic and
baroclinic modes must be enforced

30



1

m s~ Atmosphere
¢s (acoustic) 340
co (ext. gravity) 300
a1 (int. gravity) 100
U (velocity) 30
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Ondes acoustiques et filtrage temporel

e Contrainte de stabilité CFL associée aux ondes acoustiques limite le pas de temps:
¢ =350ms?!

e External - Internal gravity waves: ¢, = 100 — 300 m s~!

e Advection : |U| < ¢;/12

DU;7
—h L v,pP =0
Dt + Vh
Dw
Enh—— + 0, P =[5
1 Dt I
DP
511])E+CS2V'U :0
Db
= =
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Ondes acoustiques et filtrage temporel

% + VP =0
anh% +0,P =b
u,”,,% +c2V-u =0
Db

i =0

nb: non-Boussinesq; nh: non hydrostatique
e ¢, = 1; g4, = 1: pas de filtrage

e &, = 1; £, = 0: filtrage ondes acoustiques (requiert un solveur 3D pour la pression)
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Ondes acoustiques et filtrage temporel

® Ehh = 1; Enb = 1: pas de filtrage

Systéme non-hydrostatique, compressible

Duh

_— P =
Dt+Vh 0
Dw

—~4+0,P =b
Dt+8

DP
E‘FCSV’U =X
Db

— :O

Dt
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Traitement numérique :

— Pb de Helmholtz: AP —

semi-implicite

Duh

Pn+1 _
7Dt + Vi 0
Dw
— ZPH+1 — b
Dt +0
DP

E—FCEV'U"JA =0
Db
== =0
Dt

L _prii_g

(csAt)?

&3



Traitement numérique :

m+1 _ m

time-splitting m=1,..., N;, 0t = At/N;

4 = Y epm — _Udu" — w"d,U
Wm+1 o Wm
——— + 0 ((P"+P™)/2—b7) =b— Udw"
m+1 _ pm m+1 m
u + cf@xum“ + Cfaz u = —-Ua,P"
St 2
m+1 _ pm
BT BT — U, b
St
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